Cviceni z teorie pravdépodobnosti 2

8. zavérecné poznamky

1. Waldovy rovnosti

Podminku

deceRy dngeNneN Plr>n = |5, —nE[X]|<c¢) =1

z Waldovych rovnosti 1ze zkrécené zapsat ve tvaru

Ang €N sup |S, — nE[X1]| - Ljpon € LY (1)

n>ng

a tato podminka je splnéna, kdykoli

T < 7. = inf{n € N;|S, — nE[Xi]| > ¢}

plati skoro jisté pro néjaké ¢ € R, . Poznamenejme, Ze

L, ={XelL":3ceR; |X|<c skoro jisté }.

integrovatelnost ¢asu 7,

Necht X,,,n € N jsou nezdvislé stejné rozdélené a integrovatelné ndhodné veliciny a S, = > Xj
bud odpovidajici ndhodnd prochézka. Pro jednoduchost oznacme S, = S, — nFE[X;] odpovidajici
centrovanou ndhodnou prochézku. Necht o2 = var(X;) > 0, pak

7. =inf{n e N: |S,| > ¢} € L]

Dukaz:

(a)

Nejprve predpoklddejme, ze P(|S;| > 2¢) = p > 0. Oznaéme Y, = X, — EX,, a F, =
o(S1, ..., S,) kanonickou filtraci posloupnosti S,,. Pak na mnoziné [|S,| < ¢ skoro jisté plati

P(ISusi| > €|Fn) = P(ISn + Yisi| > c|F) = P(ISn + Yora| > ¢ |Su| < c|Fp)
Z P(’YnJrl’ > QCa ‘Sn‘ S C|Fn) - P(‘YnJrl‘ > QC’fn) =D,

nebot ndhodn4 veli¢ina Y, ;1 je nezdvisld na F,, a ma stejné rozdéleni jako nahodn4 velic¢ina S;.
Plati tedy
P(|Sn+1| §C||Sl| §C7"'7|Sn| SC) qul_p< 1

méa-li leva strana smysl. Pak tedy dostavame, ze
P(r.>n) = P(|S1] <¢,...,|S:| <¢) <"
Dostavame tak, ze

e} e} 1
ETCEZP(TC>H)San:Tq:§<OO‘
n=0 n=0

Nyni predpoklddejme, ze existuje ng € N takové, ze P(|S,,| > 2¢) > 0. Je-li ng = 1, pak tento
predpoklad odpovida predpokladu v bodu a. Podle bodu a ihned dostaneme, ze ¢as

Veno = Inf{k € N : [Sy.p,| > ¢}

je integrovatelny, nebot Sy.,,, je ndhodnd prochdzka s prvnim krokem S,,, takovym, ze var(S,, )

noo? > 0. Nynf si stac¢i uvédomit, ze 7. < ng - Vep,- Tato nerovnost ndm totiz dava Et, <

ng - By, < 00.



()

Nyni se muzeme omezit na pripady, které nejsou zahrnuty pod bodem b. Muzeme tedy pred-
pokladat, ze |S,| < ¢ plati skoro jisté pro kazdé n € N. Pak 02 < oo a napf. podle Waldovy
rovnosti (ii) s volbou 7 = 7. An € L; dostdvame, ze

Er.= lim 0 2ES?, <4072 < .

TeAN
n—o00

Pouzitd Waldova rovnost je tvaru ES? = ¢% - E7. Podminka (1) je zfejmé splnéna napf. proto,
ze T < 7. a mj. také proto, ze 7 < n € N.

Alternativnim postupem k bodu ¢ je pouzit{ CLV. To je moZné pouze za piedpokladu o2 < oo,
coz muzeme predpokladat podobné jako v bodé c¢. CLV nam tedy dava

P([Sn| > 2¢) > P(S, < —2¢) = P(32% < ;2%2) — 9(0) = 3,
nebot —2c/(oy/n) — 0 pro n — oco. Zde vyuzivame stejnomérné konvergence distribuénich
funkei k distribuéni funkei @ standardniho normélniho rozdéleni N(0,1) v CLV. Odtud tedy
dostdvame, ze existuje ng € N takové, ze P(|S,,| > 2¢) > 0, coz je predpoklad odpovidajici
bodu b.



